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La seule méthode qui permette I’estimation des distances d’étoiles sans aucune hypothése
physique est I’utilisation des parallaxes trigonométriques : I’angle avec lequel est vue I’orbite
terrestre est = inversement proportionnel a la distance de I’objet observé. D’ou la définition du
parsec comme la distance d’une étoile ayant une parallaxe annuelle de une seconde d’arc.

A partir de ces distances d’étoiles proches (calibration primaire), on utilise ensuite d’autres
méthodes, par exemple la relation période-luminosité de céphéides, pour avoir des étalons se-
condaires.

Le but de ce projet est de montrer, en utilisant une méthode de maximum de vraisemblance
sur un échantillon d’étoiles lointaines, que les parallaxes obtenues avec le satellite européen
Hipparcos n’ont pas d’erreur systématique.

1 Le probléme astrophysique

On va utiliser des étoiles lointaines pour lesquelles on a une estimation de la magnitude
absolue grace a des mesures photométriques. En utilisant la loi de Pogson, la magnitude absolue
est définie comme :

My =my +5logm+5— Ay (1)

ou my est la magnitude apparente de I’étoile, Ay est I’absorption interstellaire et 7 est la pa-
rallaxe ; comme la magnitude dépend de la bande dans laquelle on observe I’étoile, I’indice V/
précise ici que c’est dans le visible ; le log est décimal.

Gréce a des calibrations faites dans le passé, on connait la magnitude absolue de certaines
étoiles par I’intermédiaire de leur photométrie, et I’absorption également, donc le module de
distance que I’on notera ici t = my — My — Ay.

On va se servir de ce module de distance, dont on voit bien qu’il contient de I’information
concernant la parallaxe (photométrique) via I’équation 1. On va se servir également de la dis-
tribution spatiale de nos étoiles, parce que I’on sait qu’elles sont distribuées exponentiellement
au-dessus du plan galactique ; ici encore on voit que cette distribution contient de I’informa-
tion concernant la distance. Et enfin, bien entendu, on va utiliser la parallaxe trigonométrique
mesurée par Hipparcos.

On va donc faire un modele qui contient toutes ces informations, et on va ajouter a ce
modéle un paramétre z, le décalage possible des parallaxes trigonométriques, et un paramétre
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k qui indiquera si I’on a correctement estimé la précision de ces parallaxes. Le but est donc de
déterminer la valeur de =z et &, dont on espére qu’ils valent respectivement 0 et 1 environ, ainsi
que la précision sur ces parametres.

On voit maintenant pourquoi on va utiliser des étoiles lointaines : la parallaxe est tres pe-
tite, donc la parallaxe trigonométrique mesurée ne contient quasiment que du < bruit > (les
erreurs de mesure), tandis que la véritable information provient des données photométriques et
spatiales.

Le test sur le < point-zéro > des parallaxes est évidemment important, puisqu’il faut savoir si les paral-

laxes sont non-biaisées avant de les utiliser. Une des applications directe est justement de calibrer les magnitudes
absolues, des étoiles proches cette fois-ci.

Le modeéle décrit ci-dessous permettrait également de calibrer la magnitude absolue : on n’essaierait pas de
déterminer z et k, mais on écrirait la magnitude absolue comme une fonction de certains indices photométriques, et
on essaierait de déterminer les paramétres de cette fonction. Ce n’est pas notre propos ici, mais il faut juste penser a
avoir une vision générale dans I’implantation pratique que nous allons réaliser : il peut y avoir d’autres paramétres
a déterminer. On peut également se dire que I’on n’a pas utilisé les informations cinématiques de chaque étoile, et
il faut penser le programme en fonction de développements futurs de ce type.

Pour le principe, on écrit ci-dessous comment on est arrivé aux équations qui sont utilisées,
mais on peut ignorer les commentaires et s’en servir simplement comme d’un formulaire. L’ex-
plication et la justification des méthodes statistiques adoptées pourra étre vue dans le cours de
statistiques de D. Pelat [3].

2 Formulation mathématique

Pour chaque étoile, la densité de probabilité (pdf) d’observer la parallaxe trigonométrique
7y sachant le module de distance ¢, la latitude galactique b, et les parametres inconnus z et k
peut s’écrire :
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avec 7 la vraie parallaxe (hélas inconnue sinon on ne se donnerait pas autant de mal!), et qui
est positive puisque c’est I’inverse de la distance. La pdf ¢(.) peut s’écrire comme le produit des
pdf indépendantes :

q(ﬂ'm ta byﬂ-a Z, k) =D (T‘-H‘ﬂ'7 ka Z)p2<t’ﬂ.)p3(b‘ﬂ') (4)

ou les pdfs conditionnelles p;...p, sont déterminées ci-dessous par les équations 6, 7, 8.
On arrive maintenant a la partie ou on indique les lois de probabilités qui sont adoptées. On
utilisera en particulier la loi Gaussienne classique (ou IT = 3.14...1)

G (1.) = — = exp H (I;’“‘)Q] )




2.1 Loi des parallaxes observées

On peut considérer que les erreurs de mesure des parallaxes trigonométriques Hipparcos 7,
de précision o, sont ~ gaussiennes [1]. On introduit donc nos deux parameétres inconnus dans
la loi de probabilité :

Gy (m+2,kon) +

F Siﬂ'HE[T(H_,ﬂ'H]
pr(ma|m, K, 2) = fﬂ; Gy, (42, kom)dr ©)

0 sinon

On a pris en compte la possibilité que les parallaxes Hipparcos aient pu étre rejetées de I’échan-
tillon si elles étaient en-dehors de I’intervalle [, 7. Pour simplifier, on ne fera pas de sé-
lection, donc le dénominateur vaudra 1, et on se retrouve avec une gaussienne décalée de = et
dilatée d’un facteur k.

2.2 Loi photométrique

On supposera également que les erreurs de la magnitude absolue calibrée My, sont gaus-
siennes autour de la vraie valeur My, c-a-d qu’elles suivent la loi Gy, (My', o). De méme,
on supposera que les erreurs sur la magnitude apparente et sur I’absorption sont gaussiennes,
d’ou les lois G, (my', 0,) €t Ga, (Av',04,), OU le < prime > désigne la vraie quantité. En
conséquence, ¢ est aussi gaussien autour de t' = my’ — My’ — Ay’ = —5logm — 5, et sa
variance est o7 = 0,2 + oa® + 04>

On prend ici également en compte une possible censure sur le module de distance en-dehors
de I’intervalle [t ¢*]. Cette fois, on ne peut pas s’en passer, pour une raison simple : ¢’est notre
instrumentation imparfaite qui nous empéche de voir les étoiles les moins brillantes, et qui borne
notre intervalle en limite supérieure. Si I’on n’en tient pas compte, alors on va sélectionner
préférentiellement les étoiles les plus intrinsequement brillantes (i.e. la magnitude absolue la
plus grande), et donc on va biaiser notre estimation : c’est le biais de Malmquist [2]. En résumé,
la loi que I’on adopte pour le module de distance est donc :

_GilBlogm=b01) _ g ¢ ¢ [t 1]
pa(tim) = | S Ge(slogm—s.o0 (7)
0 sinon

2.3 Loispatiale

Dans le dernier terme de I’équation 3, il nous faudra calculer le produit ps(b|m)ps(m) =
p(b, 7). On va supposer que la distribution spatiale de nos étoiles est indépendante de la longi-
tude galactique (i.e. on suppose une distribution uniforme dans le plan), d’ou :

or 1 1
b, D) =] = —=p(r,1,b) = —=p(X,Y, Z)|J
p(b,m) o< p(r )|07r‘ —p(r1,0) = —p( |
ou J = r2cosb est le Jacobien de la transformation des coordonnées cartésiennes héliocentri-
ques (X, Y, Z) vers les coordonnées sphériques associées (r,1,b), ol r = % est la distance a

I’étoile. 11 est assez réaliste de considérer que Z suit une loi exponentielle avec une échelle de
1Z]

hauteur moyenne hy, c-a-d p(X,Y, Z) x ﬁeiﬁ. Finalement, on obtient :

cosb _lsinb
2hZ7T4 e mhy (8)

I'y a un coefficient de proportionnalité, mais qui importe peu, car il disparait dans I’équation 2.

p3(blm)pa(m) o
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2.4 maximum de vraisemblance

Le principe du maximum de vraisemblance (MLE) est simple : la probabilité d’obtenir notre
échantillon est le produit des probabilités des étoiles individuelles, et on va chercher la valeur
du couple (z, k) qui maximise ce produit. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
celui qui maximise la log-vraisemblance de notre échantillon de taille n :

In L(z,k) = i:lnf(ﬂmm,bi,z,k) 9)

=1

Dit d’une autre maniere, c’est cette valeur qui fournit la plus grande probabilité d’avoir ob-
servé la parallaxe Hipparcos, sachant les propriétés photométriques et astrométriques de chaque
étoile. Cet estimateur qui est asymptotiquement non-biaisé va étre calculé numériquement en
utilisant les équations (2) a (9).

Une fois obtenue la valeur des parameétres, il faut connaitre leur précision (une estimation
sans barre d’erreur n’a aucune signification!). L’erreur formelle sur nos deux parameétres et la
corrélation entre eux est approchée numériquement en utilisant I’inverse de la matrice d’infor-
mation de Fisher (nommé le Hessiende In £) :

(P L))
(V) = ( 86,00, ) (10)

évaluée au point (z, k) obtenu précédemment.

2.5 Ajustement et estimation robuste

Une fois trouvés z et k, on va juger de la qualité de I’ajustement que I’on vient d’effectuer.

Pour cela, on prédit la valeur que I’on aurait di observer par la valeur moyenne (espérance)
de m, qui suit la loi f(m,|t, b, z, k). Ceci nous permet donc de calculer les résidus O-C (Observé
moins Calculé) des parallaxes par :

+o0o
5 :m—/ T (Tults, by, 2, k)dm (11)

Si le modele adopteé est correct, et si il n’y a pas de points < aberrants >, alors les résidus
normalisés - % doivent étre de moyenne nulle et de variance 1, et étre mdependants des quantités

observées t et b. On fera les graphiques des résidus normalisés en fonction de ces quantités pour
en juger. On tracera également leur histogramme.

Comme on ne connait pas facilement la distribution exacte des résidus normalisés, on a
procédé par simulation pour connaitre I’intervalle de confiance a 95% dans lequel ils doivent se
trouver. Cet intervalle est indiqué au 2.7 ci-dessous.

Si une étoile de notre échantillon a son résidu normalisé en-dehors de I’intervalle de confiance,
alors on considere qu’il s’agit d’un point aberrant, et on marque I’étoile qui est la plus aberrante.

Puis on refait tourner I’algorithme en excluant I’étoile marquée, et on teste a nouveau les
résidus, et on itére I’opération. Quand plus aucune étoile n’est aberrante dans notre échantillon
réduit, on considere que c’est terminé et que les valeurs de &, z obtenues sont les valeurs dé-
finitives. Rien ne dit qu’en pratique il y aura effectivement des valeurs aberrantes, mais il vaut
mieux le prévoir, sinon les résultats risqueraient d’étre fortement influencés par ces valeurs.



2.6 simulations

Pour tester un programme, il faut disposer d’un jeu de données simulées, pour lequel on sait
quelles valeurs de paramétres on doit obtenir. . .et vérifier que le programme redonne bien ce
que I’on attend.

Pour faire des simulations, on peut par exemple choisir une < vraie > parallaxe pour chaque
étoile, une < vraie > magnitude absolue, ajouter du bruit a chacuns, et donc obtenir les données
observees.

On peut également utiliser le fait que la pdf a posteriori de la vraie parallaxe est s(r|t, b) o
po(t|m).p3(b|m).pa(m). Pour chaque étoile 4, un ; est tiré de la distribution s(m;|t;, b;), puis une
parallaxe < observée > m; est tirée & partir de p; (m;| 7, k, 2).

En effectuant un nombre important de simulations, les résultats obtenus devraient non seule-
ment étre comptatibles avec les paramétres introduits en entrée, mais de plus leur dispersion
devrait étre celle qui est indiquée par les erreurs formelles calculées.

Ce sont egalement ces simulations qui permettent d’obtenir I’intervalle de confiance men-
tionné précedemment.

2.7 application

En pratique, on conservera toutes les étoiles avec o, < 0.35 et 8.5 < t < 14.5, de fagon a
obtenir a la fois des étoiles distantes, et en méme temps un échantillon suffisamment important.

On n’appliquera aucune censure sur les parallaxes trigonométriques.

L’échelle de hauteur des étoiles, essentiellement de type B et A, est d’environ h; ~ 100 pc
(parsec).

L’intervalle de confiance a 95% est [-3.77,4.01].

3 Mise en ceuvre numerique

Le decoupage du projet est indiqué ci-dessous a titre indicatif. Chaque module est a faire
par un binéme. On utilisera par exemple RCS pour gérer la configuration des logiciels.

Compte-tenu du temps disponible pour le projet, il est probable qu’il faut donner des prio-
rités : on a écrit [[ entre crochets ]] les travaux a ne pas effectuer en priorité.

3.1 Modules

prog. principal : enchainement des opérations,
structures de données,
initialisations,
prototypes,
Makefile,
[[ aide en ligne ]]

Il 'y aura un réle de supervisation des autres modules, et éventuellement d’aide; par
exemple préparer des programmes principaux avec des jeux de données et des Make-
file pour tester les autres modules avant leur intégration dans le programme.



E/S : lecture des parameétres,

lecture des données,

écriture des résultats,

[[ écriture des résidus ]]

graphiques : vraisemblance versus les parametres

résidus versus b, versus t,
[[ histogrammes des résidus normalisés avec gaussienne, ]]

Utiliser xmgr en lui donnant un fichier de commande, ou bien lier avec plplot (analogue

de pgplot, en C) comme librairie

calcul : implantation des densités de probabilite,

[[ des dérivées de la vraisemblance ]]

fonctions : vraisemblance,

[[ résidus et points aberrants ]]
utilitaires

On essaiera de simplifier les expressions intervenant dans I’eq. 2

numerique : intégration de fonctions,

maximisation de fonctions,
[[ inversion de matrice, ]]

Utiliser les Numerical Recipes en C comme librairie. Quelques problemes pouvant étre
rencontrés : les bornes d’intégration (= = 0, cf eq. 8), la réentrance de I’intégration, la
précision machine...

tests : tests,

3.2

contr6le qualité,
[[ simulations ]]

Le groupe en charge de cette partie devra juger de fagcon indépendante si le programme
répond bien aux spécifications. On préparera des jeux de données, avec les résultats atten-
dus. Eventuellement on préparera des programmes pour les tests unitaires. On s’attachera
enfin & vérifier que le programme est facile & maintenir (lisible, modulaire, documenté).
Utiliser les Numerical Recipes en C pour la génération de nombres pseudo-aléatoires.

Données fournies

Fichier de configuration contenant : nom du fichier de donnés, nom du fichier résultat,
nom des parameétres recherchés, valeur des parametres en sortie, précision sur ces para-
meétres, nom des observables, censures sur les observables, leur valeur min et max pour
la recherche par maximisation. Exemple :

I nput _file=H30 #File containing data

Qutput _file=ajeter #File containing results



Nane_par ameCOFP, KSP #Nanme of all paraneters
Init_param=-0.024,1.014 #Initial paraneter val ues
M n_param=-1., 0.8 #M ni mrum paraneter val ues
Max_paranel., 1. 5 #Maxi mum par anet er val ues
Si gma_par am=0. 047, 0. 03 #Paraneter standard errors
Fi nd_par am=OFP, KSP #Nane of paraneters to find
Nane_obs=PI 0, SPO, MAG, SWV, L&, B&2, | DF #Nane of observabl es
Inf_censor=-0.1,0.,8.5,0.,0.,-90.,-9999 #Lower censorship
Sup_censor=1.,1.,14.5,5.,360., 90., 9999 #Upper censorship
Qutlier=-3.77,4.01 #Confidence interval of std residuals

— Fichier avec une ligne par étoile, les données étant séparées par des tabulations et conte-
nant les observables dans I’ordre indiqué par le fichier de configuration. La parallaxe
(P1 0) et son erreur (SPO) est donnée en mas (0.001"), le module de distance (MAG) et sa
précision (SMV) en magnitude, les coordonnées galactiques (LG2, B&) en degrés déci-
maux. | DF est un identificateur de I’étoile.

3.3 Déclaration de classes

On voit par exemple la structure d’une classe < étoile > : les données (parallaxe observée,
précision sur celle-ci, etc); un flag pour indiquer si c’est un point aberrant; la valeur de la
vraisemblance individuelle (eq. 2) ; du résidu normalise.

De méme pour une classe < paramétre > : nom, valeur, précision, minimum, maximum,
flag indiquant s’il est fixé ou non.

Et enfin pour une classe < échantillon > qui englobe les précédentes.
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